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I. Séries numériques

Exercice 1
1. Montrer : Va,b € R, (a+b)? > 4ab.

2. Soient ) uy et > v, deux séries a termes réels positifs convergentes.
Montrer que la série ) \/u,v, converge.

Exercice 2
Soit Zn>0 u, une série réelle ou complexe et soit (S,,), la suite des sommes partielles associée.
1. Exprimer Sy, (n € N*) en fonction des sommes partielles des séries Zn Uy, € Zn U2 +1-

2. Montrer que si ), us, converge et »_ s,y diverge, alors ) u, diverge.

Exercice 3

Soit 37,51 un la série de terme général u,, = 1//n et soit (Sn)n la suite des sommes partielles associée.

gt _ 1 _ nodt
n \/7E n n—1

2. En déduire : Vn e N*, 2y/n—1 > S, > 2v/n

1. Montrer : Vn € N*|

5|

- 2.

+
—_

Exercice 4 Convergence de la série Y, 1/n!
Soit »,,5¢ un la série de terme général u,, = 1/nl.
1. Montrer que ) u, converge.

2. a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n a la fonction exponentielle entre 0 et 1.

b) En déduire la somme S de ) u, ainsi qu'un majorant du neme reste R,, = szlﬂ U,
3. On note S, la n®° somme partielle de > o Un. Soit (5], )n>1 la suite définie par
S =8, +1/(nn!).

a) Montrer que les suites (Sy,)n>1 et (S, )n>1 sont adjacentes.

b) En déduire : Vn € N*, R, < 1/(nn!).

Exercice 5 Séries géométriques

Calculer la somme des séries de terme général :

, ouxz € C* est tel que |x| > 1,

e .

T sl n est pair

a) .
0 sinon

b) z"ch(nf) et z"sh(nf), ot (z,0) € CxR est tel que |z| < e~ 19l

c) z"cos(nf) et z"sin(nd), ou (z,6) € CxR est tel que |z| < 1.



Exercice 6 Séries télescopiques

Calculer la somme des séries :

n -1 2
a) Y n>1 (Zk:l k) ) D) Dnza n(n?—1)"

(In(n + 1))2 1
c) Z">an<lnn In(n+2) )’ D Xz nn+ 1+ n+1)yn’

n
T 2

e)f Z">OW’ xeC, |z #1.

1 1
i GE _ -
Noter que 21,1 27 Pow tout z € C\ {—1,1}.

Exercice 7

Déterminer la nature des séries de terme général :

a) 1/n!l—1/y/n, b) e /n3 a4 €eR,
&) (nl+vm) O (1+vn) ",
Inn
o) n-(LH1/VD £) ( n )
’ 2n —1 ’

g) vn+avyn+1+b/n+2, abeR, h) sinz(l/n“), a€R,

i) a—(1+1/n)", acR.

Exercice 8
Soit a € Ry et soit (un)n>1 la suite définie par u, = [[}_; (1 + a*).
1. Montrer que si a € ]0, 1], alors (u, ), converge vers un réel £ > 1.

2. Déterminer la nature de la série de terme général v, =1 / (n%up,).

Exercice 9

2 1
Soit (un)n>1 la suite définie par w, = nln( n + ) 1

2n —1
‘ . 2n+3 1
1. a) Etablir: u, = 3an 17 ++(Zo(n2>

(utiliser le développement limité & 'ordre 3 en 0 de Papplication f : x €] — 1, +o0[+— In(1+ z)).
b) En déduire: N €N, VneN, n> N = 0<u, <1/(11n?).
2. a) En comparant 1/k? & une intégrale, montrer que

1
> = S

k=n-+1

1
m

3=

pour tout couple (m,n) € N2 tel que m >n > 1.

b) En déduire que le n®™ reste de la série Y., u, vérifie 0 < R, < 1/(11n) lorsque n est

suffisamment grand.



Exercice 10
Déterminer la nature des séries de terme général :

In(n + 2)

R T p) 20707,

o B+ (=)™, d) (a—1/n)*", a€R,
) (— - cR £) (1—1/Inn)"

e nta) @ @ ) nn)”,

g (va(np)nnm)™

Exercice 11 Comparaison d’une série avec une intégrale

Soient ng € N, f : [ng,+00o[ = Ry une application continue par morceaux et décroissante. On note

respectivement S, et R, la n®™® somme partielle et le n®™° reste de la série 3 - f(n).

1. Montrer que si > f(n) converge, alors

n=ng

—+o0

¥n > no, /+Oof(t)dt <R, </ £t dt.

n+1
2. a) Montrer : Vn > ng, S, — f(ng) < / f)dt < Sp_1.
no

b) En déduire quesi >_, -, f(n) diverge, alors

/n:f(t)dt ~ S

reste d’'une série de Riemann convergente et un équivalent de

eme

3. Déterminer un équivalent du n
la n®™¢ somme partielle d’une série de Riemann d’exposant « € [0, 1].
Exercice 12

Déterminer la nature des séries de terme général :

—1"1 ina

o (ZDInn b) e  4eR,
n In(n + (sinn)/2)

&) (1) (VYA 1), O (~1)me-D-va,

sin’n . ~1/3
e) , f) sin (n sin n) ,

n

sinn

) In(1+ (=1)" , h) ————,
8 n( (=1) /\/ﬁ) \/ﬁJrsingn

(=" . (=D"

RV EY =T T

(=1)"Vnsin(1/v/n)
vt (=n)m

)

Exercice 13 Produit de Cauchy

Pour z € C, on définit exp(z) := > .-, 2™/n!. Montrer : V(z,2') € C?, exp(z + z’) = exp(z) exp(z’).



Exercice 14 Principe des dominos

Soient (uy,), une suite de nombres réels ou complexes et ) v, la série de terme général v, = Up1 — Up.
ntrer qu v, converge si ulement si (u,,), converge. En nvergen u T ion
Montre e ), Un converge si et seulement s converge. En cas de convergence, quelle relatio

existe t-il entre la limite de (u,), et la somme de ) v, 7

Exercice 15 Constante d’Euler
1. Pour tout n € N*, on pose S, = >.;_, 1/k. Montrer : Vn € N*, In(n+1) < S, < 1+Inn.
2. Soit (ay)n>1 la suite de terme général a,, = S,, — lnn.

a) Montrer que (ay), converge en étudiant la série > -, u, définie par
=

Uy = ay

Yn =22, U, =ap — Gnp_1

b) La limite de (ay,)n, notée v, est appelée constante d’Euler. Montrer :

V= /1+M(E<1x> - alc>d

ou E(z) désigne la partie entiere de x.

c) Montrer : a, — v o 1/(2n) (on admettra que si deux séries & termes dans Ry convergentes
oo

ont des termes généraux équivalents, alors les restes de ces séries sont équivalents).

Exercice 16 Formule de Stirling

vn(n

n
Soit (un)n>1 la suite de terme général u,, = — () .
n! \e

1. Montrer que la série ), -, v, de terme général v, = In(up41/u,) converge.
>

2. En déduire que (uy), converge vers un réel ¢ strictement positif.

3. a) Justifier que n! ~ ﬁ(n) .
oo /f (S

24n | 4
b) Exprimer /7 en fonction de ¢ & 1’aide de la formule de Wallis : 7 = lim (n)

CESN(CTNER
En déduire la formule de Stirling :
n n
n! ~ 27m() .
+oo e
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I1. Suites et séries d’applications

Exercice 1

1. Déterminer le domaine et la limite de convergence simple des suites d’applications de terme général :
a) fonix €Ry— 2™, b) fn:xz€Ry— 2"(l—x),
c) fau:xz € R arctan(nzx), d) fn:x € R+~ xarctan(nx).

2. Déterminer si chacune de ces suites converge uniformément sur son domaine de convergence simple.

Si cela n’est pas le cas, préciser des intervalles sur lesquels il y a convergence uniforme.

Exercice 2

Soit (frn : K = K)pen (K désigne R ou C) une suite de fonctions polynémes convergeant uniformément

vers une application f.

1. Montrer : AN € N,V(m,n) e N>, n>m > N = f, — f,, = constante
(utiliser le critere de Cauchy pour la convergence uniforme).

2. En déduire que f est une fonction polynome.

Exercice 3

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites d’applications de terme général :

a) fprxeRy— n®ze ™", a€R, b) frnizeR,— ze/",
1/(x+1) size|0,n nz sizel0,1/n
) fnixeRL— / ) [ [7 d frnrreRL = 10,1/n]
0 siz>n 1/z siz>1/n
1—nlz] silz|<1/n i
e) fnizeR— 2 2 / , f) fn:xeR_,_»—)Sln(nz),
0 sinon L+nx
.2
sin®(nx) .
—_— e R\ nZ
g) fon:x €Rw sinx cos"z, h) fo:ze€R— nsng o AT .
0 six €nZ

Exercice 4

On considere les suites d’applications de termes généraux
fon iz €[0,1] = nz(l —ax)", gn :x €[0,1] = n*z(1 —z)"

)" n3x(1/n — ixel0,1
et hnize[1]mq D e/nma) stz 1/n]
0 sinon



1. Vérifier que (fn)n, (gn)n €t (hn)n convergent simplement mais non uniformément.

2. En posant successivement ¢,, = f, Yn = gn et @, = h,, comparer

1 1
lim wn et / v,

ol ¢ désigne la limite simple de ().

Exercice 5
On s’intéresse a la suite d’applications (f, : [-1,1] = R), ey définie par

X

neN, veel[-L1], ful@)= s

1. Montrer que (f,), converge uniformément vers une application f que l'on précisera.

2. Montrer que la suite (f)), des applications dérivées converge simplement sur [—1,1] vers une

n

application g que I'on précisera. La suite (f},),, converge t-elle uniformément ?

Exercice 6

Etudier la convergence (simple, absolue, uniforme, normale) des séries d’applications n Suivantes :
) ) ) n

sin(nx)

poag b) fn:z € Ry 2" exp(—niz),

a) fpireER—

1/n sizenn+1
c) fnizx€RL— / | [, d) forzr€[-o,a] —
0 sinon

(=1)"(2* +n)
n2

)

7’L$2

e) fnfL'eR'—)m,

Exercice 7

On s’intéresse a la série Y, oo (fn : R = R) définie par

VneN, VexeR, f(z)=(-1)"

aeRY,

1. a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 2n a la fonction cosinus entre 0 et x.

b) En déduire que ), f, converge simplement vers la fonction cosinus.
(On rappelle que n! o V2mn (n/e)n)
o0
2. Montrer que ), f, ne converge pas uniformément sur R.

3. Montrer que ), f, converge uniformément sur tout intervalle borné.

Exercice 8
On considere la série d’applications Zn>1 ( fn Ry — R) définie par

1

VneN*, Vre Ry, fn(x) = m :

1. Déterminer le domaine de convergence simple D de cette série.



2. Vérifier que )° f, converge normalement sur tout intervalle du type [, +00[, a € R .

2n
, 1 1
3. Etablir : * - = —.
a) Etablir : Vn € N, g fk<n> 10
k=n-+1
b) En déduire que ) f, ne converge pas uniformément sur D.

4. On note S la somme de ), f, sur D. Montrer que S est continue.

Exercice 9
On s’intéresse & la série 3, (fn : Ry — R) définie par

xT

Vn € N, VLUER+7 fn(w):m

1. Vérifier que ), f, converge simplement puis calculer sa somme.

2. Calculer le n®™ reste de Y., f,. En déduire les intervalles sur lesquels > f, converge uni-

formément.

Exercice 10

On considere la série >, -, (fn : Ry = R) définie par

_1)"
VneN, VreRy, fule)= —D
n

(1+nz)’
1. Montrer que ), f, converge uniformément.
T +oo
, —1)™In(1
2. On note S la somme de ) f,. Etablir : Vo € Ry, / S(t)dt = Z (=1) 2(2 + nz) .
0 n=1

3. a) Montrer que S est de classe C'* sur tout intervalle [, 8], 0 < a < 3.
b) En déduire que S est de classe C' sur R%.

Exercice 11

On s’intéresse a la série En>1 (fn ‘R — ]R) définie par
VYneN*, VeeR, folz)=—.

1. Préciser le domaine de convergence simple de > f,.
2. Soit a €]0,1[. Montrer que la série dérivée ) f/ converge uniformément sur [—a, a] vers I'appli-
cation ¢ : x € [—a,a] — /(1 — z?).

3. a) Déterminer la somme de ) f, sur [—a,a] (a €]0,1]) en utilisant le théoreme sur convergence
uniforme et dérivation. L’expression obtenue est-elle valable sur | —1,1[?
b) Retrouver le résultat de la question 3.a a l'aide du théoréme sur convergence uniforme et

intégration.

Exercice 12
Soit w € R%. On considere la série -, (fn : R — R) définie par

VneN', VzeR, fu(z)= @



1. Montrer que ), f, converge simplement.

2. Montrer que ), f, converge uniformément sur tout intervalle de la forme

21 2(1+1
l—i—mu—a , (o) €Zx)0,7/w|
w

(utiliser la régle d’Abel uniforme).

3. Montrer que la somme de ) f, est continue sur R\ (27/w)Z.

Exercice 13

1 a
Soit @ € ]1,+oo[. On s’intéresse a la série numérique »° - uy de terme général u, = —'/ (Int)™dt.
z n! )y

a
1. Montrer que ), u, converge sans chercher a calculer / (Int)"dt.
1

2. Calculer la somme de ) u,, en faisant appel au théoréme sur convergence uniforme et intégration
sur un segment pour une série d’applications.

Exercice 14 Fonction zéta de Riemann
On s’intéresse & la série 3, -, (fn :]1,400[ — R) définie par

1

Yn e N*, Vzell,+oo[, fulz)= el
=1
1. Vérifier que ), f, converge simplement. On note, pour z € ]1,4+o00[, ((z) = -
2. Soit a €]1, +00[. La série > f, converge t-elle uniformément sur [a, +-00[? "
3. On note R, le n®™¢ reste de Do fu
1 1

M : * 1 < < ———.
a) Montrer : Vn € N*, Vz €]1, +o0], R CEyE R, () &= D

b) En déduire : i = t L =1
) En déduire Jim ((z) =400 e mirfm((x)
c) La série ), f, converge t-elle uniformément sur |1, +o00[?

4. a) Montrer que ¢ est de classe C! sur tout intervalle de la forme [a, 3], 1 < a < B.
b) ( est-elle de classe C! sur |1, +o00[?

Exercice 15
Pour n € N*, on note f, : [-1,1] — R lapplication définie par

el g = £

2

1. a) Etabhr : Vn S N*7 Va € [—1, 1], m .

<

Z zF sin(kx)
k=1

b) Montrer que I'application x € [~1,1] + |1 — ze'*| est minorée par un réel m > 0.

c) En déduire que ), f, converge uniformément & I’aide de la regle d’Abel.

2. On note S la somme de ) fy.

a) Montrer que S est de classe C'! sur tout intervalle de la forme [—a, o], a €]0,1].



+oo “+o0
b) Soit x € ]—1,1[. Calculer Z x" cos(nx) et Z x" sin(nz).
n=1 n=1

sinx + z cosx — x2

c) Montrer : Vz €]-1,1[, S'(z) = 1— 2z cosx + z2
— 2z ST X

d) Soit h:ze[-1,1] — arctan( il ) Montrer que S(z) = h(x) pour tout « € |—1,1].

1—zcosx

e) Peut-on prolonger le résultat de la question 2.d & [—1,1]?



Travaux dirigés de mathématiques 2014-2015

Marc Robini
Département du 1°* cycle, filiere ASINSA, 2°™€ année

II1. Algebre bilinéaire

Exercice 1

On considere I’application bilinéaire ¢ : R* x R* — R définie par
Vo,y €RY o(x,y) = 21y1 + Tay2 — 3T2ys + 271y3 + 5Tays — Toys + 2T4Y3

ol Z1,T2,%3,%4 €t Y1,%Y2,Yy3,ys sont les coordonnées de x et de y dans la base canonique de R%.
1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R*.
2. L’application ¢ est-elle symétrique 7 anti-symétrique ?

3. Ecrire o comme la somme d’une application bilinéaire symétrique ¢g et d’une application bilinéaire

anti-symétrique @4 .
4. Quelle est la forme quadratique ¢ associée a ¢ ?

5. Quelle est la forme polaire associée & ¢ 7

Exercice 2
Soient E un R-ev, ¢ : E — R une application.

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique si et seulement si les deux conditions suivantes sont

satisfaites :
(i) YVa € R, Vz € E, q(azr) = a?q(x)
(i1) ¢q: (z,y) € E? = i(q(z +y) — q(z) — q(y)) est une forme bilinéaire.

2. On suppose E de dimension finie n > 1 et on considére une base B de E quelconque. Pour tout

x € E, on note X € M,, 1(R) la matrice-colonne des composantes de = dans 5.

a) Montrer qu'une application ¢ : E? — R est bilinéaire symétrique si et seulement s’il existe une
matrice symétrique A € M, (R) telle que p(z,y) = ‘X AY pour tout (z,y) € E?.

b) En déduire que ¢ est une forme quadratique si et seulement s’il existe une matrice symétrique
A € M, (R) telle que ¢(z) = X AX pour tout = € E.

Exercice 3

Soient a = (aq,...,a,) € R", ¢: R™ — R 'application définie par

n 2
Ve = (21,...,2,) €ER", g(z) = fo - (Zaiaci) .
i=1

1. Montrer que g est une forme quadratique.
2. Ecrire la matrice de q dans la base canonique de R™.

3. Montrer que ¢ est définie-positive si |lalj2 < 1.



Exercice 4
Etant donné a € R, on considere la forme quadratique g, sur R? définie par
V(z,y,2) €R®,  qa(z,y,2) = 2® + (1 +a)y® + (1 + a+a?)z® + 2zy — 2ayz.
1. Déterminer une décomposition de g, en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes a ’aide de la méthode de Gauss. En déduire le rang et la signature de g,.
2. a) Ecrire qq sous la forme
Qa(zayaz) = tXtPDPX;
ol D € Mj3(R) est diagonale, P € M3(R) et X = (z y 2 ).
b) La matrice P est la matrice de passage d’une base B & la base canonique de R3.

o Quelle est la spécificité de B ?

¢ Donner les coordonnées des vecteurs de B dans la base canonique.

¢) On suppose a > 0. Donner une base g,-orthonormale de R3.

Exercice 5

Soient E = Ro[X], ¢ : E — R lapplication définie par
VP e E, ¢q(P)= P(0)P(1).

1. Montrer que g est une forme quadratique.
2. Ecrire la matrice de q dans la base canonique de F.

3. a) Décomposer ¢ en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

b) En déduire une base g-orthogonale de F.
4. La forme g est-elle positive 7 négative? définie ?

5. a) Déterminer le cone isotrope de g, c’est-a-dire 'ensemble C(q) = {P € E|q(P) = 0}.

b) L’ensemble C(q) est-il un sous-espace vectoriel de E?

6. Soit P =1+ X + X2 et soit V = Vect(P). Déterminer V+ puis V+-+.

Exercice 6

Soient E = C([0,1],R), ¢ : E> — R T'application définie par
+oo
V(f.9) € B o(fg) =Y n 2 f(n )g(n ).
n=1

Vérifier que ¢ est bien définie sur E2.
Vérifier que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.

La forme ¢ est-elle un produit scalaire sur £ ?

A

Montrer que, pour toutes fonctions polynomiales f,g: [0,1] = R, on a

<Zn2f -1 )2 Zn’QfQ Zn g*(n7h).



Exercice 7

Soit n > 2. On considere 'application ¢ : M,,(R) — R définie par

VA € M, (R), q(A) = Tr(A?).

1. a) Montrer : VA, B € M,,(R), Tr(AB) = Tr(BA).
b) Montrer que ¢ est une forme quadratique.

c) Quelle est la forme polaire associée a g7

d) Déterminer une matrice isotrope non nulle pour ¢, c’est-a-dire une matrice Ag € M,,(R) telle
que q(Ag) =0 et Ag # Onm, (w)-

2. On note respectivement S, (R) et A, (R) les sous-espaces vectoriels de M,,(R) constitués des ma-
trices symétriques et anti-symétriques.
a) Montrer que la restriction de ¢ & S,,(R) est définie positive.
b) Qu’en est-il de la restriction de ¢ & A, (R)?
c) Montrer que S, (R) et A, (R) sont g-orthogonaux.

Exercice 8
Soient E = Ry[X], ¢ : E? — R I'application définie par

1

V(P.Q) € B’ o(P.Q) = / P(HQ(t) dt

-1
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

2. Vérifier que la base canonique de E n’est pas yp-orthogonale.

3. Construire une base p-orthonormale a 1’aide du processus d’orthogonalisation de Schmidt.

Exercice 9

1. Soient E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de F tel que F # E.

a) Montrer : V(x,y) € B2, x Ly < |z +y|?*=||=|]* + ||y]*

b) Justifier I'existence d’une base orthogonale {eq,

... en} de E telle que {ey,
une base de F'.

...,ep} (p < n) soit

c) Montrer que F+ = Vect(epi1,...,en).

d) Soit x € E. On désigne respectivement par zp et xp. les projections orthogonales de x sur F
et sur F-. Montrer que & = Tp + Tp..

2. On cherche a déterminer la quantité

= Inf / xsint + ycost — t)2 dt.
P= Gt ) ( Y )

Pour ce faire, on considére le R-ev Q = C([0, 7], R) muni du produit scalaire

(f9) € s / " F()gt) e

et on se place dans le sous-espace vectoriel E = Vect(sin, cos, Idg) (E est donc un espace euclidien)
a) Soit F = Vect(sin, cos). On pose a = Idg.

o Montrer : Yu € F, |ju—al® = |u—ar|?®+|al® - ||ar|?



o En déduire que p = ||a||? — |lar|?.

b) Calculer la valeur de p.

Exercice 10

Diagonaliser la matrice symétrique réelle

7 1 -2
A= 1 7T =2
-2 =2 10

dans une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Exercice 11

Etant donné a € R, on considére la forme quadratique g, sur R? définie par
V(z,y,2) €R®,  qalw,y,2) = (a+1)(2? +2°) + ay® + 2(zy +yz).

1. a) Ecrire la matrice 4 de ¢. dans la base canonique.

b) Diagonaliser A dans une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Donner I'expression de g, dans cette nouvelle base.
c) On note p, la forme polaire de q,.
Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles ¢, est un produit scalaire ?
2. On suppose a # —1.

a) Décomposer g, en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes a 1’aide
de la méthode de Gauss.

b) En déduire une matrice de passage Q telle que A = ‘QDQ, ot D est une matrice diagonale.

La nouvelle base définie par @) est-elle orthogonale pour le produit scalaire canonique ?



Exercice 12

Attribuer & chaque schéma représenté ci-apres ’équation de la quadrique qu’il représente parmi les neuf
possibilités qui suivent (préciser le type de la quadrique dans chacun des cas).

1. 22+ 22 —y2=1 2. 22 -22=1 3. 22 +y2-22=0
4. 2 -2 =2 5 y°+22=1 6. 2—y>=0
7.2+ =x 8. 2 +22—ax2=-1 9. 22 +y?+22=1




Exercice 13

On considere la quadrique S d’équation
y?— 2% —day+dzz—x+y—52+3 =0

dans un repere orthonormé (O ; Z, j’, E) de l'espace affine euclidien de dimension 3.

1. Réduction de S.

a) Exprimer ’équation de S sous la forme
'XAX +'BX +C =0,

ot '’X=(zyz), Ac M3R), B€ M;s:(R) et C €R.
b) Diagonaliser A dans une base orthonormée {i’,;”, k' }.
c) Donner l'expression de S dans (O ; i’ j, E’)
d) Réduire l'expression obtenue en effectuant un changement d’origine.

e) Représenter schématiquement S.

2. Caractériser et représenter la conique définie par 'intersection de S et du plan d’équation x = «

en fonction du parametre réel a.

Exercice 14

Soit S la quadrique d’équation
2?4+ 22— 22248 +2y+5 =0

dans un repere orthonormé (O; Z, f, E) de l'espace affine euclidien de dimension 3.
1. Réduire S et représenter schématiquement cette surface.

2. Représenter la conique définie par I'intersection de S et du plan d’équation y = —5/2.
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IV. Espaces vectoriels normés

Exercice 1

Soient F un K-ev, p € N*, Ny,..., N, des normes sur E, (a1,...,a;) un élément de RY \ {Og» }. Montrer

que 'application

P
viceFE — Zaka(x)
k=1

est une norme sur F.

Exercice 2

Soient p € N*, (E1, N1),...,(Ep, N,) des K-evn, E = Ey X - - - X E}, le K-ev produit des Ey, || .||2 la norme

euclidienne usuelle sur RP. Montrer que ’application
viz=(z1,...,3p) € E — ||(Ni(21),... ,Np(xp))H2

est une norme sur F.

Exercice 3
Soit (E, | .]|) un K-evn. Montrer :

L V(z.y) € B2, |z+yll+llz—yl > =l + yll;

2. ¥(r,y) € (B\ {06, o~y > 5 max(la], ”y“)‘ E IZ;HH '

Exercice 4

1. Soient (E,|.|lg), (F,].|lr) deux K-evn, f: E — F une application linéaire.
a) Soit v : F — R Tapplication définie par v(z) = | f(z)||F -

Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que v soit une norme sur E.

b) On suppose f bijective.
Montrer que 'application v/ : 2z € F+— ||f~1(2)||g est une norme sur F.

2. Soit N : M,,(R) — R l’application définie par
n n 1/2
VA = [ay] € M, (R),  N(A) = (Z Zafj) .
i=1 j=1

Montrer que N est une norme sur M, (R).

Exercice 5

A tout polynéme P = Z apX* € K[X], on associe les réels
keN



deg(P) deg(P) 1/2
Voo (P) = sup lakl, n(P)= > laxl, V2(P)=< > akQ) :

ke{0,...,deg(P)} k=0

k=0
1 1 1/2
Na(P)= s [P N(P) = [ pwlas e N2<P>=( [ 1rw) d:c) |

Montrer que les applications v; et N; de K[X] dans R ainsi définies (¢ € {1,2,00}) sont des normes sur
K[X].

Exercice 6
1. Soit n € N*. Montrer que le singleton {1/n} est un fermé de R.

2. Montrer que I'ensemble A = J,,cn«{1/n} n’est ni ouvert, ni fermé dans R.

3. Préciser l'intérieur et I’adhérence de A.

Exercice 7

Parmi les sous-ensembles de R? suivants, indiquer ceux qui sont ouverts et ceux qui sont fermés.

a) {(z,y) e R?|x >0}, b) {(x,y) € R? |y > x},
o) {(z,y) e R?|ay < —1}, D {(z,y) € R?| |22+ 3y| < 1},
e {(z,y) € R?|22% +3y* < 1}, £) {(z,y) eR?*[(Fn € Z)[(z,y) = (n~",n" Y]}

Exercice 8

Soient E = C([0,1],R) le R-ev des applications continues de [0,1] dans R, (f,)nen la suite d’éléments de
E définie par f,(x) = z™.

1. Etudier la convergence simple de (fu)n-
2. Calculer || f,|1 et [|fy]l2. Conclure quant & la convergence de (f,), dans (E, | .[1) et (E,|.]2).

3. a) Montrer quesi (f,,), converge dans (E, Il ||oo) vers une application f, alors il existe nécessairement
un réel a €)0,1[ tel que f(a) =1/2.

b) En déduire que (fy,), diverge dans (E,||.||s).

¢) Pouvait-on parvenir plus facilement a cette conclusion ?

Exercice 9

On s’intéresse a la suite (fy)nen+ d’éléments de E = C([0, 1], R) définie par

n siz<n3

~1/3

fulz) = ' s
x sl T >n
1. Dessiner l'allure du graphe de f,.

2. Montrer successivement que (f,), diverge dans (E, ||.|lx), (E,|-[1) et (E,].]2)-

Exercice 10

Soit n € N\ {0,1}. On consideére le R-ev M,,(R) muni d’une norme ||| . ||| induite par une norme || .|| sur



R". Etant donnés A € M, (R) et 2 € R™, on note Az I'image de x par ’endomorphisme de R™ représenté
par A relativement a la base canonique. Ainsi,

|HA||==SUP{fhm':nelk"\{ORn}}.

[l
1. Soit A € M,,(R). Montrer que l'on a |\| < |||4]|] pour toute valeur propre réelle A de A.
2. Montrer : VA, B € My, (R), [[[ABI[| < [[[A[l[[[[BI[|-

3. a) Montrer que, pour toute matrice A € M, (R) vérifiant |||A]|| < 1, la suite (AP),en+ converge
vers la matrice nulle.

b) Montrer que la suite (AP)yen- définie par

1 -2 2 0 —4 3

-2 1 4 -1 1 0

A — 1 1 -3 1 2 4 -1
14 0 -1 1 4 =2 1

-3 3 —4 0 1 -1

converge vers la matrice nulle.

Exercice 11

Soit n € N\ {0,1}. On considere le R-ev M, (R) muni d’une norme ||| . ||| induite par une norme || .|| sur

R™. On note I,, la matrice unité d’ordre n et on considére une matrice A € M,,(R) telle que [||A]|| < 1.

1. a) Montrer que —1 n’est pas valeur propre de A.

b) En déduire que I,, + A est inversible.

2. a) Montrer que la suite (Sp)pen de terme général S, = Y7 _,(—1)*A* est de Cauchy (on pose
AV =1,).
b) Montrer que (S,), converge.

3. a) Montrer que la suite (gp)peN de terme général §p = (I, + A)S, converge vers I,,.
b) En déduire la limite de (Sp),.
s _ -1
&) Btabli : [||(L, +A) ]| < (1— [|A]l) "

Exercice 12

Soient p € N*, E = C?([0,1],K) le R-ev des applications de classe C? de [0,1] dans R, et, pour tout
ke {l,...p}, vp: E — R Dapplication définie par

k—1
vie(f) = 1F Pl + > [FP(0)].
=0

1. Vérifier que, pour tout k € {1,...p}, 14 est une norme sur E.

2. Soient k € {0,...,p — 1}, f € E, z €]0,1]. Majorer la quantité ’f(k)(x) - f(k)(O)’ a l'aide du

théoreme des accroissements finis, puis en déduire

VieE, w(f) <vinl(f).



3. Lerésultat qui précede indique que toute suite d’éléments de F convergeant dans (F, vg1) converge

également dans (F,v;). Vérifier que la réciproque est fausse en considérant la suite (fy,)nen
d’éléments de E définie par

fo(x) = e [kl

Exercice 13

On considere I'application 6 : (x,y) € R? s |arctan(z) — arctan(y)|.

1. Vérifier que § est une distance sur R.

2. Montrer que la suite de terme général u,, = n est de Cauchy dans (R, ) (on rappelle que, pour
tout x € RY, arctan(x) 4 arctan(l/z) = 7/2).

3. En déduire que Iespace métrique (R, d) n’est pas complet.

Exercice 14

On se place dans le R-ev E = C([0,1],R) et on considére les normes usuelles || .||z et || . ||cc sur E.

1. Montrer : Vf € E, | fll2 < || flloo-

2. Montrer que ||.||2 et || . ||co ne sont pas équivalentes en considérant la suite (f,)nen d’éléments de
E définie par fp(x) = z™.

3. En déduire que F est de dimension infinie.

Exercice 15

On considere la suite (fy)nen+ d’éléments de £ = C([—1, 1], R) définie par

0 sixzel-1,0]

fn(z)

=q nz sizelo,nl .

1 sizeln 1]

1. Dessiner 'allure des graphes de f, et de f,, pour m >n > 1.

2. La suite (fy,), converge t-elle dans (F, ||. ||o) ? Est-elle de Cauchy dans (E, || . ||co) ?
3. a) Montrer que la suite (f,), est de Cauchy dans (E,||.1).

b) On suppose que (f,), converge dans (E, II- ||1) vers une application f. Montrer que cette
hypothése implique, d’une part, f(xz) = 0 pour tout = € [—1,0] et, d’autre part, f(z) = 1 sur
tout intervalle de la forme [, 1], 0 < v < 1.

c) En déduire que (E, ||.||1) n’est pas complet.

Exercice 16

Soit a > 1. Montrer que les applications f, g, : R? — R définies par

. 1 .
f(x y) _ (.’I’Q + yz) Sin W S1 (Z’,y) # ORZ
0 si (xvy) = OR2
lzy[*
si (x, Op2
et gal(z,y) =4 °+y? (r0) 7 0
0 si (x,y) = O



sont continues en Op2.

Exercice 17

On se place dans le R-ev R[X] et on considére les normes v; et vy sur R[X] qui & tout polynéme

P=>3cnvarX k associent respectivement

deg(P) deg(P) 1/2
v(Py= > lag| et Vg(p):< > a§> .
k=0 k=0

Soit ¢ lapplication de R[X] dans R définie par ¢(P) = P(1).
1. Vérifier que ¢ est 1-lipschitzienne si R[X] est muni de ;.

2. On munit R[X] de vs.

a) Montrer que ¢ est discontinue en Og[x) en considérant la suite (P, )nen- dans R[X] définie par

P, = ZH: nl1 Xk,
k=1

b) Montrer que ¢ est discontinue en tout point.

Exercice 18

On se place dans le R-ev E = C([0,1],R) et on considere Iapplication ¢ : E — RI%Y qui & chaque
élément f de E associe 'application ¢(f) : [0,1] — R définie par

o(f)(x) =/O f(tvz)de.

1. La variable x étant supposée non nulle, appliquer le changement de variable t = u/v/x & ¢(f)(z).
En déduire que ¢ est a valeurs dans F.

2. Montrer que ¢ : (E,||.||co) = (E, ]| . ||oo) est continue.

3. Montrer que ¢ : (E,|.]l1) = (E,||.|lcc) est discontinue en tout point g de E en considérant la
suite (f)nen d’éléments de E définie par f,(x) = g(x) + e "*.

Exercice 19

On s’intéresse a I'application g: z € R — 2 —x —e™".
1. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet deux solutions a; € RY et ap € R*.
2. Estimation de o

a) Pour z € Ry, on écrit I’équation g(x) = 0 sous la forme x = g(x) + = et fi(x).

Soit Iy = [1,2]. Calculer ky = sup,cy, |fi(z)|.
Le théoreme du point fixe est-il applicable a f; dans 'intervalle I; ?

b) Comment peut-on estimer numériquement oy 7 Au bout de combien d’itérations peut-on ga-
rantir une valeur approchée de o & 1072 pres en partant de o =17

3. Pourquoi la démarche de la 2°™° question ne permet-elle pas d’estimer ao ?

4. Estimation de ao



a) Pour z € R_, transformer I’équation g(z) = 0 sous la forme z = —In ¢(z) et fa(x).

Montrer que le théoréme du point fixe s’applique & fo dans lintervalle I, = [—2, —1].

b) Comment peut-on estimer numériquement as ? Au bout de combien d’itérations peut-on ga-

rantir une valeur approchée de as & 1073 prés en partant de z = —17?

Exercice 20
On se place dans E = C(]0,1],R) muni de || - ||oo-

1. Soit ¢ : E — RO Papplication qui & chaque élément f de E associe application

2
x
o) 0.1 — p(f)@) =z + 1.
a) Vérifier que ¢(F) C E.
b) Montrer que ¢ est contractante.
c) Montrer qu’il existe une unique application g € E telle que
g(z?)

Ve e [0,1], g(z)=z+ 5

2. On considere la série d’applications }, - (fn :[0,1] = R) définie par

fulz) = x2n/2”.

On note respectivement S, et R, la n®™® somme partielle et le reste d’ordre n de Yonfn-

a) Montrer que ) f, converge uniformément.
b) Vérifier que S,11 = ¢(S,) pout tout n € N.

c) En déduire que g est la somme de ) f,, puis majorer ||R;||oo-

Exercice 21
On se place dans E = C([0,1],R) muni de || - ||oo-
1
1. Soit f € E. Justifier I'existence d’une unique primitive gy de f telle que / gr(t)dt =0.
0

2. On considere 'application ¢ : f € E' — gy. Montrer :

1 T
vrep veepl v = [ ([ rwad.
0 t
3. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

4. Montrer : Ik € [0,1[, Vf € E, [lo(f)llco < k| f|loo-

5. Peut-on appliquer le théoreme du point fixe a ¢ 7 Si oui, préciser le point fixe de (.

Exercice 22
Soient n € N\ {0,1}, A = [a;;] € M,(R), B € M,, 1(R). On s’intéresse au systéme linéaire
(S) AX =B d’inconnue X € M,, 1(R).

Etant donnée une norme ||. || sur R”, on munit M,, ; (R) de la norme
1
vi| i €M, 1(R) — ||(z1,...,20)]
Ln



(on pourra noter | X|| au lieu de ¥(X)) et on munit M, (R) de la norme ||| . ||| induite par |.||.

1. a) Vérifier que résoudre (S) revient a résoudre le systeme X = (I, — A)X + B, ou I,, est la matrice
unité d’ordre n.

b) Montrer que si |||I, — A||] < 1, alors (S) admet une unique solution X* qui est la limite de
toute suite (X} )gen vérifiant
Xo € M,, 1(R)
VkeN, X1 =(1,—-A)Xr+B
c) Majorer I'erreur commise en approchant X* par Xj pour Xog = 0, 1.
On s’intéresse maintenant au systeme perturbé
8y (A+d04)X =B
ol A est supposée inversible et 64 € M,,(R) vérifie [||6A[|| < 1/[|[A71]].
2. a) Vérifier que A + dA est inversible a 'aide du résultat de la question 1.b de I'exercice 11.
b) On note X I'unique solution de (S’). Montrer :
X7 = X5 < 1T — (L + AT SA) M X
1A~ HSAY]
1— [[[A=1oA]]]

(utiliser le résultat de la question 3.b de l'exercice 11).

¢) En déduire : || XT - X*| < X

Exercice 23
Soient n € N* et g € R donnés.

1. On se place dans E = C([0, ], R) muni de ||. [|oc.
a) Montrer que I'application ¢ : E — E définie par

VfeE, Vze[0,i], of)(z)= /Oztnln(l—l— |F))dt + o

est contractante.

b) Montrer que ¢ admet un unique point fixe fj.

c) Montrer que fj est la solution qui prend la valeur z¢ en 0 d’une équation différentielle (£) que
I’on explicitera.

2. On se propose de prolonger le résultat de la 1% question & I'intervalle [0, 2]. On se place donc dans
E' = (C(]0,2],R) et on considere application @ : E/ — E’ définie de la méme fagon que ¢.

a) Vérifier, en considérant les applications constantes f = 1 et g = 0, que ® n’est pas contractante

lorsque E’ est muni de ||. ||oo-

b) Montrer que application v, : B/ — E’ définie par

VfEE, Vae[0,2, vYalf)@)=flz)e
est un automorphisme de E’. Vérifier que 'application N : f € E' — ||¢n(f)|loo est une norme
sur E'.
c) Montrer que (E’, N) est complet.
d) Montrer que ® est contractante lorsque £’ est muni de V.

e) Montrer que I’application fu déterminée dans la 1% question se prolonge de maniére unique
sur [0, 2] en une solution de 'équation différentielle (£).
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V. Fonctions complexes d’une variable complexe

Exercice 1

Indiquer si les ensembles suivants sont des ensembles ouverts ou fermés. Donner leur adhérence et leur

intérieur.

a) {z€C|Im(z) >0}, b) {z€C|Im(z) <0}, ¢) {z€C|Im(z)=0}.
Exercice 2
1. Montrer que toute boule ouverte de C est un ensemble ouvert.

2. Montrer que toute boule fermée de C est un ensemble fermé.

Exercice 3

Indiquer si les ensembles suivants sont des ensembles ouverts ou fermés. Donner leur adhérence et leur

intérieur.
a) {zeC||z—(1+1i)|<1}, b) {z€C||z[<1ou|z—4|<1},
o) {zeC|Im(z) €]-1, 1]}, d) {z€C|lz[ <1 et Arg(z) €]-m/2, 7/2]},

e) {zeC||z+3i|>1}.

Exercice 4

Pour chacune des applications f suivantes, étudier la limite de f en zg.

244242
a) f:2€Cr 22 —42+2+51, z=2+i, b) f:zEC\{—l}H%
z
R 2
c) f:zGC*»—)#, zp =0, d) f:zG(C*H%, zp =0,
. Re(z) ) Re(z) Im(z)?
e) f:zeC\{i} — =, 2o =1, f) fi2eCr > —FF———,
! Vi z—1 0 / Re(2)? 4 Im(z)*
z
: C\Ry » —— 0.
g) f z e \ + ATg(Z) ) 0
Exercice 5
Etudier la limite de Papplication z € C* — Arg(z) € |—m, 7] en z9 = —1, 20 = 0 et z = 1.
Exercice 6
Etudier la continuité des applications suivantes.
a) z € C — Re(z), b) z € C — Im(z), c) z€C — |z, d) zeC w— Z



Exercice 7
Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer le domaine de continuité de f et vérifier que f n’est

pas prolongeable par continuité.

2441 |z — 1] z
: —_— b : : _—
a)fzr—>22+2z+2, ) fiz— —1 c)fzr—>|z‘_1
Exercice 8
Etudier la continuité en 0 de chacune des fonctions suivantes.
R R
2Re(z) siz#0 M siz#0
a) f:2€C — |z b) f:zeC ||
0 siz=0, 1 siz=0,
R I
7e(z) m(z) siz#£0
c) f:zeCw ||
0 siz=0.

Exercice 9
Pour chacune des applications suivantes, préciser le domaine de dérivabilité et donner I’expression de la

dérivée sur ce domaine.

a) z+— 2", né€N*, b) z ((z+1)3+3(z+1)2+3)3, c) z— 27" neN*
d) z— Zill, e) z — |z% ) z — Re(z).
22 _

Exercice 10

Soit U = {z € C|Re(z) > 0}. On considere la suite d’applications (f,, : U — C),>¢ définie par

VneN, Vzel, fn(z)=<2n”+2>.

1. Montrer que (fy), converge simplement.
2. Etant donné o € R, on note D, I'ensemble {z € C|Re(z) > a}. Montrer que (f,), converge

uniformément sur D, pour tout a > 0.
3. Montrer que la série d’applications ), f, converge simplement.
4. Etablir la convergence uniforme de ) f,, sur les ensembles D, a > 0.

5. En déduire que la somme S de )" f, est holomorphe sur U.

Exercice 11

On s’intéresse a la série d’applications Zn}()(fn : C — C) définie par

VneN, VzeC, fulz)= (3:_7_ 4) .

1. Déterminer le domaine de convergence simple D de cette série.

2. Montrer que la somme S de ) f, est holomorphe sur D.



Exercice 12
1. Résoudre dans C les équations cos(z) =0 et sin(z) = 0.

2. En déduire les solutions des équations ch(z) =0 et sh(z) =0.

Exercice 13
1. Démontrer les relations suivantes pour (z1,22) € C2.
a) cos(z1 + 2z2) = cos(z1) cos(z2) — sin(z;) sin(zz) .
b) sin(zy + 22) = sin(z1) cos(z2) + cos(z1) sin(zz) .
2. En déduire :
a) ch(z; + 2z2) = ch(z1)ch(z2) + sh(z1)sh(z2),
b) sh(z; + 22) = sh(z1)ch(z2) 4 ch(z1)sh(z2) .

Exercice 14
On considére I'application L : z € C* — In(]z]|) + iArg(z).
1. Montrer que L est discontinue en tout point de {z € C|Re(z) < 0 et Im(z) = 0} "=" Q.
2. Montrer : Vz € C*, exp(L(z)) = z.
3. Montrer : Vz € {w € C|Im(w) € ]—m, 7]}, L(exp(z)) = z.
4. On note Log la restriction de L & I’ensemble C* \ £ et
a) Montrer qu’il existe des couples (z1, z2) € (C)? tels que 2122 € CF.
b) Montrer que pour tous z1, zo € C* tels que 2,25 € CP,

Jk € Z, Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2ik7
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VI. Séries entieres

Exercice 1
Soient Zn>0 a,z" et Zn}O bnz" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry.
1. On suppose qu’il existe C' € R tel que |a,| < C|b,| & partir d’un certain rang.
a) Montrer : Vz € C, |z| < R, = |z| < R,.
b) En déduire R, > Rp.

2. En déduire que si |ay,] o |b|, alors R, = Ry.
oo

Exercice 2

Soit Zn>o a,z™ une série entieére de rayon de convergence R et soit (p,q) € N*x N. Montrer que la série

entiere 3" a,2P" T admet pour rayon de convergence R/P (avec, par convention, (+00)!/? = +00).
=

Exercice 3
Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes.
L N n " .
1. a) Montrer que, pour tout p € N, les séries entieres Zn>0 anz™ et Zn>0 (p4pz" ont méme rayon
de convergence.

- s n n .
b) Montrer que les séries entieres ), -, anz" et ), -, na,z" ont méme rayon de convergence.

Qn

n+1

2"*1 ont méme

2. En déduire que les séries entieres >, g an2™, 30, 5o(n+ Dani12™ et 3, <4

rayon de convergence.

Exercice 4

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

a) Zn!z", b) Z;—n‘z",

n=0 n>0
) > (sin(i(2 - \/é)"))nz”, DY ( ]k - i)/ T2 i)) 2,
n20 n>1 \ k=1 k=1
rlnp " (2n)!
e) S — 2", f) 23",
7; (77 + lnn) = (n!)2
n" shn)®
g) Z Wznza h) Echn))b 2", (a,b) € R?,
n=0 n>=0
‘ 1 n B ~ n+1 sin (t71/2) N
i) Z(neanhk)z , i) (/n 3 )"
n>1 k=1 n>=2

—



Exercice 5
D" o
1. Montrer : Vz € C, sinz = Z mz ntl,

. n=0
, . . sinz
2. Etablir : lim = 1.
z—0 z
z€C*

3. En déduire les limites en 0 des applications

tan z 1—cosz
et zeC" —» ————.

zeC\{(k+3)m; keZ} —

Exercice 6

On s’intéresse aux séries entieres de la forme ) - nP2", p € N.
=

1. Quel est le rayon de convergence R de ces séries ?

2. Pour p € N, on note 5, la somme de Zn}(} nPz". Exprimer S,1; en fonction de la dérivée de S,

sur B(0, R).
3. En déduire Pexpression de la somme de la série entiere Y-, - o(n + 2)?2" sur B(0, R).

Exercice 7
Pour les fonctions f qui suivent, montrer que f est développable en série entiére en 0, calculer son DSE(0)

et préciser le domainde de validité de celui-ci.

a) f:zeC —sin’z,

1—2x 2z
b : —-1,1 21
) frxe]l-1,1] — n(1+x>+1x2’
1
: C —1—-1iv3,—1+1iv3 _
) fize \{ iv3, —’—1\[}’_>,22+2z+47
int
Sl% sit#0

d) f:xGRH/sinc(t)dt, sinc:t € R— .
0 1 sit=0

Exercice 8
Pour les séries entieres de la variable réelle qui suivent, préciser le rayon de convergence R et calculer la

somme sur |—R, R|.

a) Z Cos(7'u9) ", 0 eR, b) Z ;L:, c) Z

n )
n>0 n=0

no .,
z".
n+1

n=0

Exercice 9

Etant donné A € R, on considere 'équation différentielle
(Eyx) zy” + 2y + Ay = 0.

On suppose que (Ey) admet des solutions développables en série entiere en 0, ¢’est-a-dire qu’il existe une
série entiere > -, anz™ dont le rayon de convergence R est non nul et dont la somme
=

+o0
f:x€e]-R,R] |—>Zanx”

n=0



est solution de (E,).

1. Déterminer le DSE(0) de Papplication
re€]-R,R[ — xf'(z)+2f (z) + \ef(x).
Quelles relations doivent satisfaire les coefficients a,, pour que f soit solution de (Ey)?

2. En déduire I'expression des coefficients as,, et agmy1, m € N.

3. Préciser le rayon de convergence des séries obtenues et calculer leur somme (distinguer les cas
A=0,A>0et A<0).

Exercice 10

On considere 1’équation différentielle
(B)  (@®+1)y -2y =0
dont on suppose qu’elle admet des solutions développables en série entiere en 0.

1. Déterminer les relations que doivent satisfaire les coefficients de la série entiere ) -, anz™ pour
=
que sa somme f soit solution de (E).
2. En déduire 'expression des coefficients a,, et préciser le rayon de convergence R des séries entieres

obtenues.

3. Calculer la somme ¢ de la série solution telle que ¢(0) =0 et ¢'(0) = 1.

Pour ce faire, on rappelle que

too (_1>nx2n+1

Ve e [—1,1 arctanx = E
=111, 2n +1
n=0
Exercice 11 On se propose de résoudre la relation de récurrence
(_1)71
ap = Gp—1 + 20p—2 + g1 " =2,
avec les conditions initiales ap = a3 = 1. On associe & la suite (a,)n>o ainsi définie la série entiere

Zn>0 anx™ dont la somme est notée f.
1. Montrer : Vn € N, a, € [1, 2" —1]. Que peut-on en déduire quant au rayon de convergence de
Zn>0 anx™?

2 2
2. Montrer : Vz €]—3,2[, f(z)= trte

24 z)(1+z)(1—2x) "

3. Déterminer le DSE(0) de f et préciser son rayon. En déduire ’expression de a,.

Exercice 12 On s’intéresse a la relation de récurrence

1
QnGn:an—1+m7 nzl,

avec la condition initiale ag = 2. On associe a la suite (a,)n>0 ainsi définie la série entiere Zn>0 anpx™
=

dont la somme est notée f.
1. Montrer par récurrence que a,, € [0, 2/n!] pour tout n € N. Que peut-on en conclure ?
2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre (E).

3. Résoudre (E) et en déduire I'expression de ay,.
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VII. Calcul différentiel

Exercice 1 Continuité (1/2)
On considere I'application f : R? — R définie par

Wi (ay) £0
——— € (z,y R2
V(z,y) €R?, flr,y) = § =2 +y!
0 si (z,y) = Oge
1. Vérifier que la restriction de f a n’importe quelle droite passant par Ogz est continue en Op:z
(i.e. vérifier que les applications ¢ — f(0,t) et t — f(¢,at), a € R, sont continues en ¢t = 0).

2. Montrer que f est discontinue en Og2.

Exercice 2 Continuité (2/2)

Etudier la continuité de Papplication

z? + y?
—— s («x, Ope
fi(z,y) €R? (zt 4+ y1)1/2 (@9) 7 O , a € R.
! si (x,y) = O
Exercice 3 Différentiabilité (1/4)
Soit f : R? — R l'application définie par
2 3 2
2 ")) 2o
V(£C7y)€R7 f(‘rvy): ety .
0 si (z,y) = Oge

1. a) Calculer les dérivées partielles premiéres D f et Dof en tout point de R?\ {Og2}.
b) Etudier l'existence de D7 f et Dsf au point Oge.

c) Vérifier que f admet une dérivée en Og: suivant la direction de tout vecteur v € R? \ {Og2}.

2. Soit || .|| une norme sur R? et soit ¢ : R — R 'application définie par

Vh = (h1,hs) € R?,  o(h) = f(h) = f(Or2) — h1D1f(Ogz) — haDa f(O2) .
a) Vérifier que Papplication e : R? — R définie par e(h) = ¢(h)/||h|| si h # Oz et £(0gz) = 0
n’admet pas de limite en Op2.

b) En déduire que f n’est pas différentiable en Og-.

3. Soit (eq,ez) la base canonique de R2. Etablir que f n’est pas différentiable en Og2 en considérant
les dérivées directionnelles D, f(Ogrz), De, f(Ogz2) et De, 1c, f(Og2).



Exercice 4 Différentiabilité (2/4)

Soient f,g:R? — R les applications définies par

(22 + y?) sin si (z,y) # Oge

V(J?, y) € R27 f(xay) = (IE2 + y2)1/2
0 si (z,y) = Oge

z(1+ xsin(y/z)) si z#0

et g(z,y)= , 0
Sl r =

Montrer que f est différentiable en Ogz et que g est différentiable en tout point (0,y), y € R.

Exercice 5 Différentiabilité (3/4)
Soient n € N*_ || - ||2 la norme euclidienne usuelle sur R™.

1. Montrer que lapplication f : # € R" + ||z||3 € R, est différentiable sur R" et exprimer sa

différentielle en un point quelconque de R™.

2. Etudier la différentiabilité de || - ||z et exprimer sa différentielle en tout point ot elle est définie.

Exercice 6 Différentiabilité (4/4)
Déterminer les différentielles des applications suivantes aux points spécifiés.
a) f:x€R — 22 €R au point z = 7.

b) f:(z,y) €R? — 23+ xcosy € R au point (x,y) = (1,0).

c) f:AeMy(R) — A3 € My(R) au point A = ((1) 8)

1
d) f:eeC(0,1],R) r—>/ p(t)dt € R au point ¢ = 0.
0

Exercice 7 Matrices jacobiennes (1/2)
1. On consideére les applications différentiables
f:(z,y) €R?* = eVcosz € R
et g:(z,y) € R? = (e“cosy,e’cos ) € R?.
Calculer la matrice jacobienne de f o g.

2. Soit f : R? = R une application différentiable. Exprimer les matrices jacobiennes des applications

suivantes en fonction des dérivées partielles premieres de f.
a) hi:(z,y) ER® = f(y,z) €R;

b) hy:(z,y) €R? = (f(y,2), f(z,y)) € R%;

) hy:(w,y) €ER® = f(f(y,2) f(z,y)) €R.

3. Traiter la 1°™ question en utilisant le résultat de la question 2.c.

Exercice 8 Matrices jacobiennes (2/2)

Déterminer la matrice jacobienne de chacune des applications de R™ dans R définies ci-dessous.



a) f(x) = (v|x), our (.].) désigne le produit scalaire usuel sur R™ et v € R™ est fixé.
b) f(x)=exp(—|z[3), ot || - ||2 désigne la norme euclidienne usuelle sur R".

c) f(z) = '"XAX, ou A € M,,(R) est symétrique et X € M, 1(R) désigne la matrice-colonne des

composantes de x dans la base canonique de R".

4 f(z) = (g9(x)|h(x)), ot g et h sont deux applications de R™ dans R".

Exercice 9 Une application différentiable n’est pas nécessairement de classe C*...

Montrer que ’application

1
(22 + y?) sin si (z,y) # Oge

fi(z,y) eR? (22 4 y2)1/2
0 si (z,y) = Oge

n’est pas de classe C'.

Exercice 10 Laplacien en coordonnées polaires

Soit f:RI xR — R? l'application définie par
V(p,0) e RL xR, f(p,0) = (pcosb,psind)

et soit g : R? — R une application de classe C?. On pose h = go f.
1. Vérifier que f est de classe C?.
2. Exprimer les dérivées partielles premieres de h en fonction de celles de g.

3. Exprimer les dérivées partielles secondes de h en fonction des dérivées partielles premieres et

secondes de g.

4. En déduire : V(p,0) € R} x R,

1 1
D11g(pcos@, psin ) + Dasg(pcosf, psind) = Di1h(p,0) + ﬁDggh(p, 0) + ;Dlh(p, 0).

Exercice 11 Utilisation des théorémes d’inversion

Soit f : R — R une application de classe C', bijective, dont la dérivée est strictement positive. On
s’intéresse & l'application ¢ : R? — R? définie par

V(z,y) €R? d(z,y) = (e” —e™, f(2) + f(y))-
1. Vérifier que ¢ définit un C!-difféomorphisme local en tout point de R2.
2. Montrer que f~! est de classe C''. Déterminer lim f =) et Igrfoo ).
3. Soit v € R. Montrer que I’application g, : R — R définie par

Vo €R, go(x) =e" —exp(sh(f (v — f(2))))

est un C'-difféomorphisme.

4. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme.



Exercice 12 Equatz’ons aux dérivées partielles du 1°" ordre

Résoudre les EDP1 suivantes, d’inconnue f : R? — R de classe C', & 'aide du changement de variables
fourni.

1. aDif(z,y) — Daf(z,y) =0 ol a € R* est donné, (u,v) = (x,x + ay).
2. le(xay) - sz(.]?,y) =e’ +GShy Chy7 (’U/,U) = (er - eshy’ x +y)

Exercice 13 Equatz’on auz dérivées partielles du 2°™ ordre

On considere ’EDP2

(E) 20° D1 f — SayDiaf + 2y*Das f + 22Dy f + 2yDa f = a%y°

dont I'inconnue f : U — R est de classe C? sur P'ouvert U = R} x R%.
1. Vérifier que 'application ¢ : (x,y) € U + (22y, zy?) € U définit un changement de variables.

2. Etablir que f est solution de (E) si et seulement si l'application g : U — R définie par f = go ¢
est solution d’'une EDP (E’) que l'on explicitera.

3. En déduire les solutions de (E).

Exercice 14 Formule de Taylor
On considere I'application f : (z,y,2) € R} x R x RY — z¥1n(z).

1. Déterminer le polynome de Taylor & I'ordre 2 de f au point a = (e?,0, 1)
(en d’autres termes, déterminer I'application Py f, : h € R? — f(a) + do f(h) + 5 d2 f(h, h)).

2. En déduire une valeur approchée de e¢=-%41n(1.03).

Exercice 15 Extrema (1/3)

Soit D = {(z,y) € R? | ||[(z, )l <2} et soit f: D — R Dapplication définie par
V(,y) €D, fla,y)=ay—y>.

[e]
1. Déterminer les extrema relatifs de f appartenant a 'intérieur D de D.

2. a) Vérifier qu’aucun des points de |—2, 2[ x{—2} ne réalise un extremum de f.
b) Montrer que f admet un extremum en un point de {—2}x ]—2,2].

c) Montrer que f admet un extremum en (—2,2).
Qu’en est-il en (—2,—-2)7

d) Préciser 'ensemble des extrema de f appartenant & D\ D.

Exercice 16 Extrema (2/3)
Déterminer les extrema relatifs des applications suivantes.
a) fi(w,y,2) €R® = 2224+ ayz +y — 2.
b) f:(z,y) € R? — sin’z —sh?y.
c) f:(wy) €R? s a* +y* — 222 — 2y + day.
d) f:(x,y) €R? = (y—2)%(1 — 2% —92).



Exercice 17 Eatrema (3/3) : moindres carrés
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
1. Montrer que, pour tout (z1,...,z,) € R™ tel que (EI k,le{l,... ,n}) [mk * xl],
n 2 n
(Xa) <ndat
k=1 k=1
(utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

2. Dans le plan affine muni de son repére canonique, on donne n points My = (vg,yx), 1 < k < n,
tels que les x soient deux a deux distincts. On recherche une droite d’équation y = axz +b qui soit

la plus proche possible des points M}, en termes de minimisation de ’application
n
f:(a,b) € R* s Z(yk —axy, — b)?.
k=1

a) Montrer que f admet un unique extremum relatif dont on précisera la nature et les coordonnées
(on posera Sy =Y 1 T, Sy =D p—q Yks Sex = Dopey Ti €t Spy =D pi ThYk)-
b) Montrer qu’il s’agit d’un extremum global strict (utiliser la formule de Taylor & lordre 2).



Travaux dirigés de mathématiques 2014-2015

Marc Robini
Département du 1€ cycle, filiere ASINSA, 2°™¢ année

VIII. Séries de Fourier

Exercice 1

Soit f : R — R I'application 2r-périodique définie sur |-, 7] par f(z) = 2%
1. f est-elle de classe C'' par morceaux ?
2. Calculer les coeflicients de Fourier réels de f.

3. Montrer que la série de Fourier de f converge normalement. Quelle est sa somme 7
+00 1 00 1

4. Calculer Z ) et Z i
n=1 n=1

Exercice 2

Soit f : R — R l'application paire, 2m-périodique, définie sur [0, 7] par f(z) = COS(\/§$).
1. Dessiner 'allure du graphe de f.
2. Développer f en série de Fourier.

3. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
+oo
1

4. Calculerz Rt
n2 _

n=2

Exercice 3

Soit f : R — R D’application 1-périodique définie par

sin(rz) siz e [0,1]
f@) = e
0 six € [5, 1[
1. Développer f en série de Fourier.
2. Que peut-on dire de la convergence de la série de Fourier de f?
+00 1
3. Calculer Z

n=1

4n2 —1°

Exercice 4
1. Soient (a,b) € R%, f: R — R 2m-périodique et continue par morceaux. On note 7, f la translatée
z€Rw— f(z—a).
a) Exprimer les coefficients de Fourier complexes de 7, f + b en fonction de ceux de f.

b) En déduire les coefficients de Fourier réels de 7, f + b en fonction de ceux de f.

2. Soient ¢, 1 : R — R les applications 2w-périodiques définies par ¢(z) = —|z| si x € [—7, 7| et

T4+x—a sizx€la—m,a
P(x) = [ [, acR.
T—z+4+a siz€la,a+ 7]



a) Développer ¢ en série de Fourier.
b) En déduire le développement en série de Fourier de .

c) Que peut-on dire de la convergence des séries de Fourier de ¢ et de ¥ ?

3. a) Soit f:R — R 27-périodique et de classe C! sur R. Exprimer les coefficients de Fourier réels
de la dérivée de f en fonction de ceux de f.

b) En déduire le développement en série de Fourier de 6 : R — R, 27-périodique, définie par

6z) = x(m+x)/2 s? z € [—m,0[ .
z(r—2x)/2 size[0,n]
Exercice 5

1. Etudier la convergence de la série d’applications Zn>1 ( fniR— R) définie par
VneN*, VezeR, fu(z)= \/§(2 - \/g)ncos(nx) .

2. Soit g : R — R l’application définie par

1+ cosx
2(2 —cosx)

+oo
a) Montrer : Vz € R, an(x) — g(x) + 1- \/3

n=1

Ve eR, g¢g(z) =

b) En déduire les coefficients de Fourier de g. (On admet le résultat suivant : si une série trigo-
nométrique ) a, cos(nwx) + by, sin(nwx) converge uniformément vers une application ¢, alors
ses coefficients a,, et b,, n € N, sont les coefficients de Fourier réels de ¢.)

3. On considere I’équation différentielle
(E) v +yli=g.

a) On cherche a déterminer une série trigonométrique deux fois dérivable terme a terme dont la
somme S est solution de (E) sur R. On procede en deux temps.
(1) Supposer qu’'une telle série existe et préciser ses coefficients.

(ii) Vérifier que la série ainsi obtenue est bien deux fois dérivable terme a terme.

b) Exprimer, en fonction de S, la forme générale des solutions de (E) vérifiant 3/(0) = 0.

Exercice 6
1. Soit a € Ry et soit f : R — R Papplication 27-périodique définie sur [—m, 7| par f(z) = sh(ax).
a) Développer f en série de Fourier.
b) Que peut-on dire de la convergence de la série de Fourier de f 7
c) On note o la somme de la série Zn>0 (gn Ry — R) définie par

(-D)"(2n+1)

VneN, VaeRy, gnla)= @2n+1)22+a?"

(i) A Plaide du développement en série de Fourier de f, montrer :

™

R o) = ey



*

(ii) Vérifier que )°, g, converge uniformément sur tout intervalle de la forme [0, o], o € RY.
En déduire o(0).

2. On se propose de montrer :

*°° cos(ax) ™
R S —
() vac Ry, /0 chz dz 2ch(an/2)

Pour ce faire, on associe a tout élément a de R la série Zn>0 (hn ‘RY — R) définie par

Vn €N, Ve eRY, hy(z) =2(-1)"e" "7 cos(az).

+oo
a) Calculer/ By (2) dz .
0
b) Montrer : Vz € R Jffh () = cos(ax)
. * et R

c) Calculer le n®™e reste, R,,, de Zn>0 hy,.

+oo
d) Montrer : lim‘/ R, (z)dz| = 0. En déduire :
0

+oo +o0 +oo
Va e R+, / COS((ZZ') dr = Z / hn((p) dx.
0 n=0 Y0

chx

e) Etablir (%).
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IX. Courbes et surfaces

Exercice 1 Courbe paramétrée de R® (fig. 1)

On considere I'arc paramétré
fite]l-m/2,m/2[— (cos’t, costsint, \/gcost) €R? (1)

et on note T' = f(]—7/2,7/2[) la courbe associée.

1. a) Montrer que I' est la réunion de deux courbes admettant chacune une représentation cartésienne
de la forme (z,y) = ¢(z2).
b) Expliquer pourquoi ce type de représentation cartésienne ne permet pas de décrire localement
I' au voisinage du point (1,0,v/3).
2. a) Vérifier que la famille {f'(¢), /" (¢)} est libre quel que soit t € |—7/2,7/2].
(Autrement dit, I" est biréguliére.)

b) Donner 'équation du plan osculateur & I' en My = f(to).

3. a) Quelle est la projection de I' sur le plan d’équation z = 07 En déduire que I' appartient & un
cylindre de révolution.

b) Vérifier que I" appartient également & un demi-cone de révolution d’axe Oz.

(Rappel : un cone de révolution d’axe Oz a pour représentation implicite 22 + 3% = r?(z — «)?

avec r € R% et a € R.)

16
14
121

081
064
044
0.2

o
-
o
0.
o
=3
L=1
s
o
(S}
=1
L5
o
o
Vb
B

Figure 1. — Courbe de 'espace de paramétrage admissible (1).



Exercice 2 Surface cartésienne (fig. 2)

Soit S la quadrique d’équation 2?2 —ay?—2=0,ot1 o € R, et soit A(zo, yo, z0) € S. On note II le plan
tangent & S en A.

1. Donner une équation de II.
2. Quelle est la position de S par rapport a II au voisinage de A?

3. Déterminer S NII dans le repere (4; i 7 E), ou (;, 7 E) désigne la base canonique de R3.

Figure 2. — Quadrique d’équation 2> — y? — z = 0 et plan tangent en A(—0.2,0.2,0).

Exercice 3 Nappe paramétrée (1/3 — fig. 3)

On considere la nappe paramétrée

1—s? 12 2s 1/2
(s,t) €Q 1+ ¢ ——(1+¢ t] eR? 2
e et (150 e) " gee) P ) e R, )
oun 2 =]—1,1[xR. On note S = () la surface associée.
1. Soit ¥ : A — R? la nappe paramétrée définie par A =] — 7/2,7/2[ xR et

Y(u,v) = (cosuchv, sinuchw, shv).

Montrer que les paramétrages (€2, ¢) et (A, 1)) sont O-équivalents.
(Rappel : pour tout a € R, cos2a = (1 — tan®a)/(1 + tan®a) et sin2a = 2tana/(1 4 tan®a).)

N

. Vérifier que 1 est réguliere.
3. Donner une équation du plan tangent & S au point A de coordonnées ¢ (7 /4,0).

4. a) Montrer que les points (z,y, z) € S vérifient une équation de la forme az? + By +vz2+6 = 0,

ou «, 3, v et & sont des constantes réelles que ’on précisera.

b) Décrire les lignes coordonnées obtenues en figeant le parametre v.

5. a) Donner une représentation cartésienne de S du type = = f(y, 2).

b) Préciser la position de S par rapport a son plan tangent II au point A.



x
2 W
Figure 3. — Surface de paramétrage admissible (2) et plan tangent en A(%, %, 0).

Exercice 4 Nappe paramétrée (2/3)

On considere la nappe paramétrée
¢ (u,v) €R® — (v, v cosu, (2—v)sinu) € R?

et on note S = ¢(R?) la surface associée.
1. a) Décrire les lignes coordonnées I',, obtenues en figeant v. Préciser I'g, I'; et T's.
b) Décrire les lignes coordonnées A,, obtenues en figeant u. Vérifier qu’elles coupent 'axe Oz et
la droite D d’équations {x =2,z =0}.
2. On note ¥ la surface S privée de 'axe Oz et de D.

a) Montrer que X est réguliere.
b) Déterminer les lignes coordonnées A, le long desquelles la direction vectorielle du plan tangent

a Y demeure constante.

Exercice 5 Nappe paramétrée (3/3)

On considere la surface S constituée de ’ensemble des points de coordonnées (z,y, z) vérifiant

z = achu-+wv
I(u,v) € R?, y = ashu+v ,

z=a+2ve ™
ou a est un réel strictement positif fixé.
1. Soit f : R? — R? I'application définie par
f(u,v) = (achu+ v, ashu+v).
a) Montrer f est un C!-difféomorphisme de R? sur f(R?) sans chercher & calculer f~1.
b) Calculer x +y et x — y pour (z,y) = f(u,v). En déduire I'expression de 1.

c) Exprimer z en fonction de (x,y) pour (z,y,z) € S. En déduire que S est incluse dans une

quadrique ¥ d’équation ax? + 322 + vz =0, (o, ) € R% A t-on S = X7



2. a) Décrire les lignes coordonnées C,, obtenues en figeant w.

b) Soit I';, une ligne coordonnée obtenue en figeant v. Montrer que la projection orthogonale de
I, sur le plan Ozy est incluse dans une conique dont on précisera la nature.

c) Montrer que I', est contenue dans un plan.
(On admet le résultat suivant : la courbe I' définie par I'arc paramétré ¢ : I — R3 est plane si

elle est biréguliere — c’est-a-dire si la famille {¢'(u), ¢ (u)} est libre quel que soit u € I — et si
la direction vectorielle de son plan osculateur est constante.)

Exercice 6 Courbe implicite (1/2)
On counsidere la courbe implicite I' d’équation sin(x + y) = zy + 2.
1. Montrer que I" peut étre décrite comme le graphe d’une fonction z — () au voisinage de Ogz.

2. Former le développement limité a 1'ordre 2 de ¢ au voisinage de 0.

Exercice 7 Courbe implicite (2/2)
Soit I' la courbe implicite d’équation 32 + 22%y — 3z = 0.

1. a) Le théoreme des fonctions implicites permet-il de décrire I' comme le graphe d’une fonction
x> p(z) ou y — ¥(y) au voisinage de Og2 ?
b) Qu’en est-il au voisinage du point (3,9) ?
2. Déterminer I’équation de la droite tangente & T au point (3,9).

3. Vérifier que T est la réunion de deux paraboles d’axe de symétrie Oy. Représenter I'.

Exercice 8 Surface implicite
On considere la surface implicite S d’équation 2* + 2> — 2% + 22 — cosy = 0.

1. Montrer que S admet localement des représentations cartésiennes du type z = ¢(z,y) et
x =1(y,z) au voisinage du point A(1,0,1).

2. a) Exprimer la différentielle de ¢ au point (1,0) et la différentielle de ¢ au point (0, 1).

b) Donner I’équation du plan tangent & S au point A.
3. Calculer les dérivées partielles secondes de ¢ au point (1,0).
4. a) Expliciter le polynéme de Taylor & 'ordre 2 de ¢ au point (1,0).

b) Quelle est la position de S par rapport a son plan tangent en A7

Exercice 9 Théoréme des fonctions implicites : cas général
Soit f : R* — R? I'application définie par
flzyy,z,t) = (302 —y? 4 2t, xy + 2% — t2) .

1. Montrer qu’il existe un voisinage V de (0,1) dans R?, un voisinage W de (1,1) dans R? et une
application ¢ : V — W de classe C* tels que

e(0,1)=(1,1) et  V(z,y) eV, f(z,y,o(z,y)) = Oge.

2. Exprimer la matrice jacobienne de ¢ au voisinage de (0, 1).



Exercice 10 Théoréme des fonctions implicites et systéme d’équations

On s’intéresse au systeme d’équations

Byt 28412 =0
(S) 242+ 22+ t=2
r+y+z+t=0

d’inconnue (z,y, z,t) € R%.

1. Montrer que 'on peut résoudre (S) en fonction de la variable ¢ au voisinage du point (0, —1,1,0).
(En d’autres termes, montrer qu'’il existe une application ¢ définie sur un voisinage V' de 0 telle
que, pour tout t € V, (x,y,2) = p(t) < (z,v, 2,t) est solution de (S).)

2. Calculer la dérivée en 0 de l'application ¢ : ¢ — (x(t),y(t),2(t)) ainsi définie.

Exercice 11 Fenétre de Viviani (fig. 4)

On considere la courbe I' de R? définie implicitement par le systeme d’équations

2?2 b2 42 =1
Y2 +22-2=0 .

(3)

1. a) Montrer que I' admet localement une représentation cartésienne du type (y,z) = ¢(x) au
voisinage de tout point (g, yo,20) € I tel que yo # 0.

b) Peut-on représenter I' localement au voisinage des points (1,0,0) et (—1,0,0) en exprimant

deux des coordonnées en fonction de la coordonnée restante ?
2. Déterminer la direction de la tangente & I' en un point (xg, Yo, 20) € T tel que yo # 0.

3. Etablir que I = f([0,27]) avec f : ¢ € [0,27] (sint, sintcost, cos?t) € R?.

4. Pour tout ¢ € [0,27], on note f(t) = (z(¢),y(t), 2(t)) la projection orthogonale de

t) = (x(t),y(t), 2(t le plan IT d’équation y = .
f(t) = (x(t),y(t), 2(t)) sur le plan Il d’équation y =z

a) Soit 7 un vecteur normal & II. Tl existe donc un réel A tel que f(t)f(t) = A7i. En déduire une

représentation paramétrique de la projection de I' sur II.

c) Donner la représentation de cette projection dans la base (%(1, 1,0), %(71, 1,0), (0,0, 1))

V)

Exercice 12 Courbe implicite de R (fig. 5)

Soient S; et Sy les surfaces implicites d’équations respectives
B4y -y 22 =0 et 2y +yPz + 2% = 1. (4)

On considere le point A(0,1,1) € S; N Sy et on note II; (i = 1,2) le plan tangent & S; en A.
1. Former une équation de II; puis préciser la position de S; par rapport a II; au voisinage de A.
2. On pose I' = 51 N S,.

a) Montrer que la courbe I admet localement une représentation cartésienne du type (y, z) = ¢(z)
au voisinage de A.

b) Déterminer la direction de la tangente a I" en A.

3. Former une équation de Ily puis vérifier que la tangente en A a T" est Iy N 1ls.



Figure 4. — Courbe de 'espace définie par le systéme (3).

Figure 5. — Surfaces définies en (4) et droite d’intersection des plans tangents en A(0,1,1).
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X. Intégration

Exercice 1 Champ de gradient

On considere le champ de vecteurs o : R? — R? défini par
a(z1,T2,23) = (3xf +3x0 — 1, m§ + 3x1, 2z9wg + 1).
1. Calculer la circulation de « le long de la courbe I' paramétrée par
@ :te[0,1] — (ef,t,t?) € R,

Vérifier que la 1-forme w = a1dx; + asdrs + azdrs associée a « est fermée.

En déduire que w est exacte.

Déterminer les potentiels de «, c’est-a-dire les applications f : R? = R telles que o = V f.

AN o

Retrouver le résultat de la 1% question sans calculer d’intégrale.

Exercice 2 Changement de variable

Soit D = {(z,y) € (R%)?*|2® +y* < 1}. On cherche & calculer
Z(a) = / x2y2(1 + 23+ y3)a dxdy, a€Ry.
D

1. Montrer que D est un ouvert borné de R2.

2. Soit ¢ l’application de D sur R? telle que ¢(z,y) = (u,v) avec u = 2% et v = y>.
a) Déterminer le jacobien de ¢ en tout point de D.
b) Vérifier que ¢ est injective.
c) Représenter (D).

3. En déduire la valeur de Z(a).

Exercice 3 Volume d’un solide de révolution — théoreme de Guldin

1. Soit D un domaine ouvert du demi-plan {(0,y, 2); ¥ € R4, z € R} et soit V' le domaine de 1’espace
obtenu en faisant tourner D autour de I'axe Oz.

a) Déterminer 'image réciproque de V par le changement en coordonnées cylindriques.

b) On note respectivement A(D) et yg 1'aire de D et Pordonnée du centre de gravité de D :

1
A(D) :/Ddydz et ya = M/Dydydz.

Montrer que le volume de V' vaut 27 yg A(D).

2. Soient a,b, c € R% avec ¢ > a. Calculer le volume du tore couvert par la rotation autour de Oz du
domaine D = {(y,2) € R?|(y — ¢)?/a® + 22 /b* < 1}.
[ Indication : proposer un changement de variable 6 : R* — R? tel que 6~!(D) = B(0Oge, 1).]



Exercice 4 Formule de Stokes

1. Soient a = (ay,...,a,) et 8= (B1,...,B,) deux champs vectoriels de classe C! définis sur un
méme ouvert U de R”, et soient w =" | aydz; et w’' = > 1 | Bidx; les 1-formes assocides.
a) Rappeler la définition de la 2-forme dx; A dz;.

b) Le produit extérieur des 1-formes w et w’ est défini par

wAw' = Z a;B;(dz; A day).

1<4,j<n

Vérifier que I'application (w,w’) € (A%2(U))? — w A w’ est bilinéaire et anti-symétrique.

c) Montrer que la 2-forme dw =Y., da; Ada; peut s’écrire sous la forme

dw = Z (Djai - Diaj)(d:cj A dl’i)

1<i<j<n
d) Dans le cas n = 3, exprimer dw en fonction du rotationnel de « et du vecteur
ds = (dxo Adxs, deg Adey, deg A das).

2. On considere la 1-forme w = zjr3dx; — 23 dog + o3 dog définie sur R3.
a) Soit a € R% . Calculer la circulation de w le long de la courbe I' paramétrée par
¢ :u€[0,2n] — (0, acosu, asinu) € R>.
b) Soit S la demi-sphére définie par
m% + :r% + x§ =a?

.’)3120.

(x1,29,23) € § <=

Calculer le flux de dw sortant de S, c’est-a-dire le flux dirigé vers l'extérieur de la spheére.

c) Expliquer pourquoi ce dernier résultat était prévisible.

Exercice 5 Calcul d’aire via la formule de Green-Riemann
1. Soit D un ouvert de R? délimité par une courbe simple I' de classe C'. On note A(D) l'aire de D.

a) Rappeler la formule de Green-Riemann.
b) Montrer que A(D) :/xldxz.
r

c) Vérifier que la 1-forme w = zodz; + x1dxo est exacte. En déduire que / xodx1 + x1drs = 0.
r

d) Montrer que A(D) = —/xgdxl = %/1’1 dzs — zo dz;.
r r

e) Soit ¢ : I — R? un paramétrage de I' positivement orienté (I est un intervalle de R).
Montrer que

A(D) = / 1 (Dgh(t) dt = — / eat)gh (1) dt = / det(o(t), /(1)) dt.

2. On admet que le résultat précédent s’étend au cas ot I' est C' par morceaux. Calculer 'aire du

domaine de R? compris entre ’axe des abscisses et 1’arche de cycloide de paramétrage

Yt €[0,21] — (t —sint, 1 — cost) € R2.



Exercice 6 Longueur et aire dans le plan
1. Dessiner la courbe I' de R? paramétrée par
p:te[0,1]— (¢(1—1t), t?/2) € R%
2. Calculer la longueur de T.
[ Indication : utiliser le changement de variable u = argsh(5t — 2). ]

3. Calculer I'aire du domaine délimité par I" et par ’axe des ordonnées.

Exercice 7 Longueur, aire et volume dans [’espace

1. Dessiner la courbe I de R? paramétrée par
@ :t€[0,m/2] — (cost, sint,t) € R3.
2. Calculer la longueur de T'.

3. Représenter schématiquement la surface S constituée par I’ensemble des droites perpendiculaires
a l'axe Oz et intersectant Oz et T.

4. Déterminer l'aire de la partie de S délimitée par les plans Ozxz et Oyz et par le cylindre de
révolution ¥ d’axe Oz et de rayon 1.

5. Calculer le volume du domaine V C (R%)? délimité par S et par X.

[ Indication : considérer le systéme de coordonnées cylindriques. ]

Exercice 8 Integrales doubles et formule de Green-Riemann

Soit D = {(z,y) € R?|2?/8 <y < 2%, y*/8 < x < y*}. On cherche & calculer

T = / (x 4+ y)dzdy .
D
1. Représenter D graphiquement.
2. Soit ¢ : R? — R? I'application définie par p(u,v) = (uv?, vu?).

a) Déterminer 'image réciproque A de D par ¢ puis montrer que ¢|a est un C'-difféomorphisme
de A sur D.

b) Calculer Z a I'aide du changement de variable défini par ¢.

3. Calculer Z en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 9 Formule d’Ostrogradski
1. Rappeler la formule d’Ostrogradski.

2. a) Expliquer comment utiliser cette formule pour calculer des volumes.

b) Appliquer cette méthode au calcul du volume d’une sphere de rayon a € R .
3. Soient a et S le champ vectoriel sur R3 et le morceau de cylindre respectivement définis par
.732 + y2 =1
z €1[0,1].

a(z,y,z) = (myzz(z —1), 2%yz(z - 1), 2* — 22) et (z,y,2) €S <=

a) Calculer le flux de « sortant de S en évaluant directement I'intégrale de surface associée.

b) Retrouver le résultat obtenu en utilisant la formule d’Ostrogradski.



